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Модель Хаббарда [13] широко используется
для теоретического описания сильно коррелируемых
электронных систем (СКЭС). Например, эта модель
применяется для описания переходов металл-изолятор,
магнитных явлений, органических сверхпроводников
и свойств высокотемпературных сверхпроводников.
В настоящее время большое число теоретических ис-
следований посвящено изучению наносистем, как в мо-
дели Хюккеля, так и в модели Хаббарда. Так, в работе
[12] для исследования наносистем используется модель
Хюккеля, а в работе [4] — модель Хаббарда.

Для исследования физических свойств СКЭС в рам-
ках модели Хаббарда используются разнообразные
приближенные методы, например, приближение хао-
тических фаз, приближение самосогласованного поля,
метод континуального интегрирования [1]. Относи-
тельно недавно появились работы [2; 3; 6–11], в кото-
рых для исследования СКЭС в рамках модели Хаб-
барда используется приближение статических флук-
туаций (ПСФ), которое было предложено в работе [5]
при исследовании модели Гейзенберга. Методы, раз-
работанные в работах [2; 3; 6–11], отличаются друг
от друга способами получения и решения системы
дифференциальных уравнений, которые получаются
из уравнений движения для операторов рождения.
Можно выделить четыре метода, применяемых при
вычислении функций Грина в рамках модели Хаббарда
в ПСФ. Рассмотрим каждый из этих методов.

Модель Хаббарда в приближении статических
флуктуаций I. В рамках модели Хаббарда [13] СКЭС
описывается гамильтонианом вида:
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где ,i ic cs s
+  — операторы рождения и уничтожения

электронов со спином s на узле i; ins  — оператор
числа частиц со спином s на узле i; ie  — энергия од-
ноэлектронного атомного состояния на узле i; ijt  —
интеграл переноса, описывающий перескоки электро-
нов с узла i на узел j; iU  — энергия кулоновского от-
талкивания двух электронов с разными спинами,
находящимися на i-ом узле; s s= - .

Запишем уравнение движения для оператора
( )fc s t+ , заданного в представлении Гейзенберга:
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где itt = , t — время.
Решение уравнения (2) будем искать, используя ПСФ

[5]. Следуя данному приближению, оператор числа
электронов sfn  на узле f со спином s  запишем в виде:

f f fn n ns s s= + D , (3)

где fn s  — среднее число электронов на узле f со спи-

ном s ; fn sD  — оператор флуктуации числа электро-
нов на узле f со спином s , причем предполагается,
что оператор fn sD  не зависит от времени.

После подстановки (3) в (2) уравнение движения
для оператора ( )fc s t+  примет вид:
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где

f f f fU ns se e¢ = + . (5)
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Умножим (4) на оператор fn sD :
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где учтено, что оператор fn sD  не зависит от времени.
В работе [2],  для того чтобы получить замкнутую

систему дифференциальных уравнений по аналогии
с работой [5], предложено следующее приближение:
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Подставляя (7) в (6), получим
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Запишем уравнения (4) и (8) в виде системы
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Если СКЭС представляет собой бесконечную ре-
шетку,  то с помощью преобразования Фурье,  как по-
казано в [2], система уравнений (9) сводится к конеч-
ной системе дифференциальных уравнений первого
порядка. Если же число узлов в СКЭС конечно и рав-
но N и оператор флуктуации числа электронов не за-
висит от номера узла, т. е. fn ns sD = D , то,записав (9)
для каждого узла,  мы получим замкнутую систему,
состоящую из 2N дифференциальных уравнений
первого порядка:
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Таким образом, нахождение операторов рождения
в ПСФ, которое предложено в [2], в случае конечных
СКЭС приводит к решению системы из 2N диффе-
ренциальных уравнений (10).

Отметим, что приближение (7) является достаточно
грубым, поскольку

( )2 2
f f f fn ns s s sa bD = D + , (11)

где
21 2 , 1f f f f fn n ns s s s sa b é ù= - = -ë û . (12)

Подставляя (11) в (7), получим
0fsa = . (13)

Подставляя (12) в (13), получим условие, при
котором выполняется приближение (7):

1
2fn s = . (14)

Таким образом, ПСФ, предложенное в [2], которое
основано на приближении (7), можно применять
только в случае полузаполненной зоны.

Модель Хаббарда в приближении статических
флуктуаций II. Рассмотрим теперь метод, предло-
женный в работе [3]. В данном методе для нахождения
операторов рождения ( )ic s t+  вводятся вспомогательные
операторы

( ) ( ) ( ) ( )0 0exp expi ic H c Hs st t t t+ += -% , (15)
где
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Можно показать, что вспомогательные операторы
( )ic s t+

%  удовлетворяют следующим уравнениям:
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где
( ) ( ) ( )0 0exp expi in H n Hs st t tD = - D% . (18)

Из (15) и (17) следует, что
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где
( ) ( ) ( )0 0exp 0 expi ic H c Hs st t+ += - . (20)

Нахождение операторов ic s
+  сводится к решению

следующей системы дифференциальных уравнений:
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Таким образом, в работе [3] для нахождения опе-
раторов рождения вводится так называемое «пред-
ставление типа взаимодействия», в результате чего
вводятся вспомогательные операторы, для которых
составляется система дифференциальных уравнений
(21). Решая эту систему, находят вспомогательные
операторы, подставив которые в (19), получают иско-
мые операторы рождения. Таким образом, метод,
предложенный в [3], является довольно громоздким.

Модель Хаббарда в приближении статических
флуктуаций III. Рассмотрим теперь метод, предло-
женный в работах [6–9].  В данном методе,  для того
чтобы получить дифференциальное уравнение для
оператора f fc ns s

+ D , вместо приближения (7) было
применено точное равенство (11), с учетом которого
уравнение (6) примет вид:
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Аналогичным образом можно получить уравнения
движения и для операторов ,i f i f gc n c n ns s s s s

+ +D D D ,…
В результате можно получить замкнутую систему
дифференциальных уравнений, решив которую, мож-
но найти операторы рождения. Отметим, что введение
операторов более высокого порядка позволяет учесть
корреляционные эффекты, которые не учитываются
в методах [2; 3]. Это продемонстрировано на примере
димера в работах [7; 9].

Наиболее простым вариантом ПСФ является слу-
чай, когда оператор флуктуации числа электронов не
зависит от номера узла fn ns sD = D .  В этом случае,
для того чтобы получить замкнутую систему диффе-
ренциальных уравнений, достаточно записать уравнения
(4) и (22) для всех N узлов наносистемы:
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Таким образом, нахождение операторов рождения
в ПСФ, которое предложено в работах [6–9], для ко-
нечных СКЭС в случае однородных флуктуаций,  как
и в работе [2],  сводится к решению системы из 2N
дифференциальных уравнений. Очевидно, что реше-
ние, полученное по методу [6–9] является более
точным,  чем по методу [2].  Эти решения совпадают

только в случае полузаполненной зоны. Отметим, что
в работе [6] рассмотрены как конечные, так и беско-
нечные СКЭС.

Модель Хаббарда в приближении статических
флуктуаций IV. Рассмотрим теперь метод, предло-
женный в работах [10; 11], который является усовер-
шенствованием метода, предложенного в работах [6–9].

Продифференцируем по времени соотношение (3):
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= = . (24)

Таким образом, в ПСФ оператор fn s  является ин-
тегралом движения. Как известно, для фермиевских
операторов имеет место следующее соотношение:

( )2

i in ns s= . (25)

Умножим (2) на оператор fn s  и учтем соотношение
(25). В результате получим
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Аналогичным образом можно получить уравнения
движения и для операторов ,i f i f gc n c n ns s s s s

+ + ,… В ре-
зультате можно получить замкнутую систему уравне-
ний, решив которую можно найти операторы рожде-
ния. Отметим, что введение операторов более высокого
порядка позволяет учесть корреляционные эффекты,
которые не учитываются в методах [2; 3]. Это проде-
монстрировано на примере димера в работе [11].

Наиболее простым вариантом ПСФ является слу-
чай, когда оператор числа электронов не зависит
от номера узла ss nn f = . В этом случае, для того
чтобы получить замкнутую систему дифференциаль-
ных уравнений, достаточно записать уравнения (2)
и (26) для всех N узлов наносистемы:
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Можно показать, что решение системы из 2N диф-
ференциальных уравнений первого порядка (ДУПП)
(27) сводится к решению системы из N ДУПП,
в то время как в методе,  предложенном в [6–9],  для
нахождения операторов fc s

+  необходимо решить систе-
му из 2N ДУПП. Таким образом, метод, предложенный
в [10; 11], является более простым, чем в [6–9].

Функции Грина в приближении однородных
статических флуктуаций. Вычислив операторы
рождения, можно найти антикоммутаторные функции
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Грина для каждого узла наносистемы. В случае, когда
оператор числа электронов не зависит от номера узла

fn ns s= , антикоммутаторные функции Грина имеют
следующий вид:

,

1

2 , ,

, 2 ,

,
2

, ,
, 1... 2 ,

1 , 1... 2;
2

, 2 1... ,
2

p
j m

j j
m m

k k k p k j m m j m

j k p j k

m

Fic c
E E ih

E e E E U F q Q
Q Q k p

n m p
q n m p p

s s p
e

+

=

+

+

= ×
- +

= + = + = ×
= =

ì - =ï
= í
ï = +
î

å

 (28)

где ,j mF  — спектральная плотность энергетического
состояния mE , p — число энергетических состояний
системы.

Зная функцию Грина, можно найти энергетиче-
ский спектр Em наносистемы, спектральную плот-
ность энергетических состояний Fj,m,  а также можно
определить целый ряд физических величин, характе-
ризующих физические и химические свойства нано-
системы, например, электроотрицательность по Мал-
ликену cM, химический потенциал m, энергию иониза-
ции E1, энергию сродства EA, глобальную химическую
жесткость h, глобальную химическую мягкость S
и глобальную электрофильность w:
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 (29)

где LUMOE  — энергия самой нижней незанятой моле-
кулярной орбитали, а HOMOE  — энергия самой верх-
ней занятой молекулярной орбитали, 1U  — энергия,
на которую смещаются HOMOE  и LUMOE  при удалении
и добавлении одного электрона.

Для того чтобы найти характер распределения
электронов в наносистеме, можно, зная функцию Гри-
на, определить вероятность нахождения электрона
с энергией Ei на узле j следующим образом:

i

ij
ij g

Q
w ,

, = , (30)

где ig  — степень вырождения i-го энергетического
уровня, которую можно найти из следующего соот-
ношения:

,
1

N

i j i
j

g Q
=

=å , (31)

где N — число узлов наносистемы.
Приведем функции Грина для фуллеренов С20

и С24 в случае, когда оператор числа электронов
не зависит от номера узла fn ns s= .  В этом случае
функции Грина можно представить в виде (28).

1. Для фуллерена С20 с группой симметрии Ih,
состоящего из 12 пентагонов:

,1 ,2 ,6 ,3

,4 ,5

1 2 3 4

5 6

1 3 1, , ,
20 20 4

1 , ,
5

3 , 5 , , 0,
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j j

Q Q Q Q

Q Q b t

e b e b e b e
e b e b p

= = = =

= = = -

= - = - = - =
= = =

 (32)

2. Для фуллерена С24 с группой симметрии Oh,
состоящего из шести квадратов и восьми гексагонов:

2 2
1 1 2 1 1

2 2
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2 2 2 2
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2 2
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(33)

где t — интеграл переноса между атомами углерода
на границе гексагон-гексагон, а t1 — интеграл переноса
между атомами углерода на границе гексагон-квад-
рат. Из (33) следует, что 3 4 7 8,e e e e= =  при 1 2b b= .
Это приводит к вырождению соответствующих
энергетических уровней.

Из (31) получим степени вырождения энергетиче-
ских уровней для фуллеренов С20 и С24:

1 7 2 6 8 12

3 9 4 5 10 11

1, 3,
5, 4.

g g g g g g
g g g g g g
= = = = = =
= = = = = =

(34)
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(35)

Из (30) для фуллеренов С20 и С24 получим:

, ,
1 1,
20 24j i j iw w= = . (36)

Таким образом,  у фуллеренов С20 и С24 вероят-
ность нахождения электрона с энергией Ei на каждом
узле одинакова. Это можно объяснить тем, что в данных
системах все узлы эквивалентны.

Таким образом, имеется четыре разных подхода
к нахождению операторов рождения ( )ic s t+  в рамках
модели Хаббарда в ПСФ. Эти методы разработаны
в работах [2], [3], [6–9] и [10; 11] соответственно.
Из вышеизложенного следует:

1. Метод, разработанный в [2], является более
грубым, чем методы, разработанные в [3; 6–11]. Он
применим только в случае полузаполненной зоны.

2. Методы, разработанные в [6–11], являются бо-
лее простыми, чем метод, разработанный в работе [3],
так как при нахождении операторов рождения система
дифференциальных уравнений в этих методах реша-



ЕС Т Е С Т В Е Н Н Ы Е  Н А У К И14

ется непосредственно без перехода к вспомогательным
операторам.

3. В методах, разработанных в [6–11], кроме урав-
нений движения для операторов рождения, составля-
ются уравнения движения еще и для операторов более
высокого порядка. Введение операторов более высокого
порядка позволяет учесть корреляционные эффекты,
которые не учитываются в методах [2; 3].

4. В случае когда оператор числа электронов не за-
висит от номера узла, нахождение операторов рожде-
ния для наносистемы из N узлов методом, разрабо-
танном в [10; 11], сводится к решению N дифферен-
циальных уравнений первого порядка, в то время как
в методе, предложенном в [6–11], для нахождения
операторов рождения необходимо решить систему из 2N
дифференциальных уравнений первого порядка. Та-
ким образом, метод, предложенный в [10; 11], являет-
ся более простым, чем метод, предложенный в [6–9].

5. В случае когда оператор числа электронов не за-
висит от номера узла, результаты, получаемые методами
[3; 6–11], совпадают.
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